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Santrauka 


Matematikos supratimas neatsiejamas nuo matematiniy sqrySiy pazinimo. Daugyba yra sudetingais 
matematiniais sqrySiais pasizyminti operacija. Su ja mokiniai supazindinami anksti. Todel pradinése 
klasése neiSplétotas daugybos sqrysiy pazinimas gali tapti matematikos mokymosi sunkumy 
prieZastimi. 

Sqvokos funkcionalumas priklauso nuo poZzitrio j daugybg. Mokslines literatiros analizé rodo, kad 
apie daugybg gali biti samprotaujama adityviai arba multiplikatyviai. 

Daugybos mokymasis pasizymi adityvaus ir multiplikatyvaus aiskinimo modeliy jvairove. Del 
vaizdavimo specifikos, skirtingi modeliai nevienodai tinka vaiky supazindinimui su vienomis ar kitomis 
daugybos savybémis. Moksliniai tyrimai rodo, kad matematikos pamokose vaikai supazindinami tik 
su kai kuriais is siy modeliy. 

Tyrime dalyvavo po dvi klases is keturiy Vilniaus mokykly ILI-IV klasiy, viso 157 respondentai. 
Duomenys buvo surinkti atliekant apklausg rastu. Apklausos lape buvo pateikta lentelé, kurig reikéjo 
uzpildyti, bent vienu biidu nupieSiant ir uzrasant 5 x 12 veiksmd. 

Atlikta duomeny turinio kokybine analizé parode, kad III-IV klaséje vyrauja adityvus samprotavimas 
apie daugybgq. Multiplikatyvus samprotavimas apie daugybg pasitaiko retai. Vaizduodami daugyba, 
masyvo modelj mokiniai daznai taiko nepilnavertiskai. Kiti daugybos multiplikatyvaus aiskinimo 
modeliai mokiniams yra nezinomi. Apibendrinus tyrimo rezultatus matyti, kad III-IV klasés mokiniai 
daugybos matematinius sgrySius pazjsta nepakankamai. Mokytojai turéty skirti daugiau déemesio 
jvairiapusiskam mokiniy supazindinimui su vizualiais daugybos vaizdavimo biidais. 

Pagrindiniai Zod Ziai: adityvus samprotavimas, daugybos mokymasis, multiplikatyvus samprotavimas, 
pradinis matematinis ugdymas. 


Ivadas 


Daugybos veiksmas yra daugelio sunkesniy aritmetikos, algebros, matavimu, 
statistikos temy supratimo pagrindas (Brickwedde, 2011, Huang, 2013). Nepaisant skirtingy 
pasitlymu, kaip supazindinti pradiniy klasiy mokinius su daugyba, Sis veiksmas daugeliui 
vaiky yra sunkus (Zhang, Ding, Lee, & Chen, 2017). Kitaip net negali buti, nes jis apima 
daugybe skirtingu pozitiriy 1 dauginimo procesg ir ty pozitriy raiska daugybos taikymo 
kontekstuose. 

Pradedantys mokytis dauginti pradiniy klasty mokiniai §| veiksma supranta kaip 
sudéties operacijos racionalizavima (Brickwedde, 2011; Day & Hurell, 2015; Milton, 
Flore, Moore, Taylor, & Burton, 2019; Young-Loveridge, 2006). Kitos, tik per ilgesnj 
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matematikos mokymosi laika galin¢ios atsiverti daugybos prasmes kai kuriems 18 jy taip ir 
lieka nepasiekiamos. Taip pat prarandama galimybe pamegti ir 1iSmokti matematika. 

Tyrimai rodo (Day & Hurell, 2015; Harvey-Swanston, 2017), kad daugybos lenteleés 
mokymasis pradinése klasése yra ritualinis jvykis, lickantis emocingu prisiminimu daugeliui 
suaugusiujy. Vis dar praktikuojamas daugybos lentelés mintinas mokymasis neskatina 
konceptualaus supratimo, gal todel daug vaiky ir suaugusiujy daugindami klysta (Huang, 
2013). Daugybos nesupratimas reiSkia ir nejsigilinimg } visas jos taikymo situaciyas, todél 
zymi dalis kity matematikos temy taip pat licka nesuprastos. Viena vertus, gali atrodyti, 
kad Siais 1Smaniujy technologijy laikais be mokéjimo mintinai sudauginti skaicius galima 
apsieiti. Kita vertus, daugybos supratimas neapsiriboja dauginimo rezultato gavimu. 

Suteikiant prasme dauginimo procedirai, uzuot rutiniskai jsimine procedira ir 
rezultata, mokiniai turéety mokytis jvairiausiais bidais samprotauti apie daugyba (Day 
& Hurell, 2015). Tai leistyu atrasti skirtingy daugybos vaizdavimo biidy privalumus, 
iliustruojancius daugybos savybes. Jie turéty taikyti juos megindami kiekvieng karta 
tinkamiausiu biidu supaprastinti dauginima, taip pat siekdami iSvengti mechaninio daugybos 
lentelés jsiminimo. 

Matematinis samprotavimas yra bidas iSsiaiSkinti matematiniy objekty ir santykiy 
savybes. Samprotaujant sieckiama matematinius teiginius gauti 1§ kity matematiniy teiginiy 
(Jeannote & Kieran, 2017). Gebejimas tikslingai naudotis schemomis matematiniam 
samprotavimui ir jo mokymuisi yra esminis (Young-Loveridge, 2006). Skirtingi daugybos 
vaizdavimo pavidalai vienas kita papildo, suteikdami medziagos apmastymams. Kuo 
turtingesnis konceptualus kontekstas, kuriame iSkyla naujas faktas, tuo giliau gali biti 
suprastas faktas (Barmby, Harries, Higgins, & Suggate, 2009). 

Vienas 18 sunkumy yra vadoveliy pertvarkymas, daugybos mokymasi papildant 
samprotavimu apie daugybos vaizdavimo budus (McMillan, 2018). Tam pirmiausia butina 
suprasti, kokios pasirinktos daugybos mokymosi formos yra veiksmingos, o kokios ne. 
Tyréjy teigimu (Barmby et al., 2009), vadoveliuose daugybos vaizdavimo tarsi ir mokoma, 
bet jis naudojamas daugiau daugybai iliustruoti, negu skaiciavimams supaprastinti. 
Vaizdavimas skirtingais biidais yra naudingas ugdant matematiniy savoky supratima, taciau 
kol kas mazai zinoma, kas biudinga vaiky vizualinei daugybos supratimo raiskai (Huang, 
2013), kokius daugybos supratimo ypatumus gali atskleisti stmbolinio ir grafinio daugybos 
vaizdavimo sugretinimas. 

Tyrimo problema: neiStirtas daugybos vaizdavimo mokymosi pradinése klasése 
poveikis daugybos matematiniy sarySiy pazinimul. 

Tyrimo objektas: IJJ-IV klasés mokiniy samprotavimas apie daugyba. 

Tyrimo tikslas: nustatyti, kokius matematinius sarySius ir kaip, samprotaudami apie 
daugyba, taiko III-IV klasés mokiniai. 

Samprotavimu apie matematin) turin} Cia vadinsime fakty (matematiniy objekty 
savybiy, matematiniy santykiy tarp objektu) aiSkinimosi, konceptualaus pagrindimo, 
susiejimo procedira ir rezultata. Mokykloje 81 proceditira / rezultatas apima nuomonés apie 
samprotavimo objekta iSsakyma remiantis 1zvelgtomis duomeny prasmémis, pasirenkant 
turima matematine patirt) atitinkant) argumentavimo ir 1Svados formulavimo bida. 
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Daugybos supratimo dimensijos 


Daugybos savoka yra daugialype (Huang, 2013), apimanti adityvy ir multiplikatyvy 
pozitrius ir nuo ty pozitriy priklausoma funkcionaluma. 

Daugybai budingas grupavimas ir kartojimas (Harries & Barmby, 2008) neretai 
siejamas su kartotine sudétim1, taCiau dauginant yra svarbus grupiy vienodumas ir elementy 
kiekis grupeye (McMillan, 2018). Atliekant dauginimo veiksma, paprastai reikia rasti bendra 
elementy kiekj visose grupese. Kai nezinomas elementy kiekis grupéje, bendra elementy 
kieki tenka dalinti 1 lygias grupes. Kai nezinomas grupiy kiekis, ieSkoma talpos dalybos 
rezultato. 

Du dalybos tipai (dalyba 1 lygias dalis ir talpos dalyba), lemia dvi samprotavimo 
apie daugyba formas. Pirmoji forma artima kartotinei sudé¢ciai (Brickwedde, 2011). Antroji 
forma nukreipia demesj j daugybos veiksmo elementu sasajas. Svarbu, kiek yra lygiy daliy 
ir kokig struktira tos dalys sudaro dauginant. 

Daugybos veiksmo reikalinguma lemia poreikis racionalizuoti kartojimais 
pasizyminciy reiskiniy skaiciavimg. Paprasciausias bidas tai atlikti yra jvairaus kiekio 
objekty grupavimas ir grupiy sudetis (Brickwedde, 2011). Pradinése klasése, vaikai pradeda 
mokytis dauginti biitent taip (adityviai) sujungdami kiekius. 

Nors tokiu biidu gautas dauginimo rezultatas atitinka bendra grupiy elementu kiekj, 
kartotiné sudétis neapima daugelio situacijy, kuriose daugyba gali biti naudinga (Day & 
Hurell, 2015). Adityviai suprantant daugyba, elementariai randamas dauginimo rezultata 
atitinkantis kiekis. 

Multiplikatyvus supratimas nuo adityvaus skiriasi aiSkiai iS8reikStu santykio tarp 
daugybos veiksmo nariy (kiek karty, po kiek) pastebéjimu (Young-Loveridge, 2006). 
Jis siejamas su grupavimo idéjos supratimu ir jvairiapusiu jos taikymu. Multiplikatyvus 
mastymas yra aibe idéju, palaikanciy mokyklinj matematinj ugdyma. Jis pasizymi lanks¢ciu 
poziuriu j didelius ir labai mazus skaicius. Apima tikslinga skai¢ciy skaidyma ir santykius 
tarp bendra struktiirg sudaranciy kiekiy, tiesioginj ir atvirkStinj samprotavima, matavimus ir 
daugybe kity situacijy, kuriose reikia daugybos ir dalybos (Hurst & Hurell, 2018; McMillan, 
2018). 

Adityvaus ir multiplikatyvaus samprotavimy skirtumai geriausiai matyti analizuojant 
sandaugos kilme (1 pav.). Adityviai samprotaujant, kiekvienas skaicius gaunamas prijungiant 
kitus skaicius. Priyungiant galima skaiciuoti nuo vieneto 18 eiles, kol bus pasiektas reikiamas 
skaicius, arba jungti pasikartojancias grupes. Kiekviena grupé taip pat sudaryta 1S vienetu. 
Todel gali biti skaiciuojama ,,perSokant“ pastovaus dydzio atkarpas (Tzur et al., 2013). 
Adityviai suprantama daugyba yra unarineé operacija, kurios pradinius duomenis atitinka tos 
pacios prigimties rezultatas. 

Multiplikatyviai suprantama daugyba jau yra binariné operacija su dvieju tipu 
duomenimis. Vienas duomuo yra grupeés dydis, 0 kitas yra Sios grupés kartojimy skaicius 
(Barmby et al., 2009). Taigi kiekvienas duomuo turi griezta paskirti, nusakanciqa dauginimo 
procesa, o rezultatas pasizymi ty duomeny salygotu bendro kiekio supratimu (1 pav.). 
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ADITYVUS DAUGYBOS SUPRATIMAS MULTIPLIKATYVUS DAUGYBOS SUPRATIMAS 


Trys grupés po 4 Viena grupe is visy grupiy visy vienety Trys grupés po 4 Viena grupé ig trijy grupiy po 4 





1 pav. Adityvaus ir multiplikatyvaus daugybos supratimo skirtumai. 


Multiplikatyvus samprotavimas yra susijes su gebejimu atskiruose daugybos veiksmo 
elementuose jzvelgti visumos kompozicinius vienetus (Watson, 2016). Multiplikatyviai 
samprotaujantys vaikai daugindami sukuria struktiira, atitinkancia du fiksuotus dydzius ir 
santykius tarp ju (Huang, 2013). Tam reikia gebeti iSsaugoti grupés strukttira kompozicijoje 
ir paeiliui mastyti apie kompozicijos komponentus (Huang, 2013). Rezultato sandara 1§ 
vienety gaunama grupe kartojant tam tikra daugikliu nusakyta karty skaiciy (Tzur et al., 
2013). 

Abi daugybos supratimo dimensijos aktualios jau pradinése klasése. Pradéjes 
suprasti daugyba mokinys ima naudoti jam Zinomus dauginimo faktus naujiems dauginimo 
rezultatams gauti. Tuomet pakanka prisiminti Zymiai mazesnj esminiy fakty apie dauginima 
kieki (McMillan, 2018). 

Adityvumo dimensija padeda paprastai pagristi daugybos reikalinguma. Del remimosi 
kartotine sudetimi, ji daznai yra vienintelé iSeitis tiems vaikams, kurie niekaip neprisimena 
daugybos lentelés (McLeay, 2008). Multiplikatyvumo dimensja skatina jsivaizduoti |vairios 
prigimties sasajas, atspindincias daugybos prasmes. Todel jvairiapusiSkai suprastos daugybos 
struktiros gali biti naudingesnés daugybos lentelei iSmokti, palyginus su kartotine sudétim1. 
Jos nebereikia nei mokytis mintina1, nei atkurti atliekant ilgai trunkan¢ia kartotine sudeéti. 
Ji gali buti tiesiog matoma skaiciy sandarg atitinkanCiose struktirose. Multiplikatyvumo 
dimensijai bidingas matematiniy savoky siejimas kartu su sarySiy aptarimu skatina vaikus 
konstruoti savo supratima (Brickwedde, 2011). Tyreyu (Hurst, & Hurell, 2018; McMillan, 
2018) teigimu, biitent multiplikatyvus daugybos supratimas daro rySky poveik} mokinio 
matematikos mokymosi sékmet. 


Daugybos vizualaus aiSkinimo modeliai 


Vaizdavimo budai gali padeti iSsiaiSkinti skirtingus daugybos aspektus. Dalinis 
savokos vaizdinys gali biti prapléestas naudojant jvairy vaizdavima ir nuosekliai keliaujant 
nuo vieno aspekto prie kito (Harries & Barmby, 2008). 

Jvairiy Saliy mokslinéje ir metodineje literatiiroje apraSyti gana jvairtis adityvy ir 
multiplikatyvy pozitr] 1 daugyba atstovaujantys daugybos vizualaus aiskinimo modeliai 
(1 ir 2 lent.). Kai kurie 1§ ty modeliy literattiiroje aptariami daznai (lygiy grupiy modelis, 
lygiy atstumy modelis, masyvo modelis, ploto modelis). Kiti minimi retai (varianty modelis, 
lenteles modelis, mastelio modelis, funkcijos modelis). Kiekvienas $14 modeliy pasizymi 
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savo privalumais ir truikumais, kuriy supratimas gali biti naudingas tobulinant daugybos 
mokymasi. 

Adityvy poziur] | daugyba atstovaujantiems vizualaus aiSkinimo modeliams (1 lent.) 
budinga remimasis kartotine sudetimi. 

Lygiu grupiy modelis (Atkins, 2016; Harries & Barmby, 2008; Radatz & Schipper, 
2007) atitinka kiekinj dauginimo rezultato supratima (kiek kokio dydzio grupiy sudaro 
visuma). Jis apima skaiciavimo po vieng ir skaiciavimo ,,perSokant* grupes poziurius. 
Daugybos rezultata atitinkantis kiekis yra lygiy kiekiy jungimo rezultatas, jis gaunamas 
prie pradinio kiekio pridedant kitus tokius pacius kiekius. Siekiant patogiai sudeéti kiekius 
deSimtainéje skaiciavimo sistemoje, grupiy elementai gali biti suskaidyti 1 deSimtis ir 
vienetus. Si modeli suprasti ir taikyti paprasta, nes jis remiasi paprastu sudéties veiksmo 
taikymu. Modelio grafiniame pavidale (1 lent.) matyti to paties elementy rinkinio kartojimas. 
Rinkiniy iSdéstymo tvarka neéra svarbi, nes visi rinkiniai yra vienodi. Del Sios prieZasties, 
lygiu grupiu modelis neiSrySkina daugybai biidingy komutatyvumo ir distributyvumo 
savybiu. 

Lygiy atstumy modelis (Atkins, 2016; Harries & Barmby, 2008; Radatz & Schipper, 
2007) atitinka kelintinj dauginimo rezultato supratima (dauginimo rezultata nurodan¢io 
taSko vieta skaiciy spindulyje nustatyta nuosekliai sujungus vienodo ilgio atkarpas). Jis taip 
pat apima skaiciavimo po viena ir skaiciavimo ,,perSokant* grupes pozitrius. Grupavimas 
1 lygias grupes grafiniame modelyje atitinka besikartojancius vienodus atstumus skaiciy 
spindulyje. Taip pavaizduotos kartotinés sudéties demenys (vienodo ilgio atkarpos) ir 
rezultatas (kartojamy atkarpuy ilgiy suma atitinkanti atkarpa) yra tos pacios prigimties. 
Lygiy atstumy modelis neiSrySkina distributyvumo savybés. Komutatyvumo savybe gali 
biti pastebeta tik tuomet, kai specialiai parenkamos Sios savybes aiSkinimuisi tinkamos 
vizualaus daugybos vaizdavimo uzduotys (1 pav.). 
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1 lentelé. Adityvaus daugybos aiSkinimo modeliai. 


Simbolinis pavidalas Modelio 


Grafinis pavidalas (kartotiné sudétis) pavadinimas 


6+6+6+6+6+6+6 


Lygiu grupiy 
modelis 

(angl. equal grouping 
model, repeated 


addition) 


e 
of 
td 
e 
o? 


OOOO .’ 


(10+4) + (10+4) +(10+4) 


OOOO .’ 


Lygiu atstumu 
modelis 
6+6+6+6+6+6+6 (angl. equal 
quantities as equal 
GEIE TEE rey distances; equal 
jumps on a number 
line) 


Varianty modelis 
(vokiskai 
4+4+4 Baumdiagramm, 
Stora ke Kombinationen, 
Paare aus zwei 
Mengen) 





Varianty modelis (Huang, 2013; Radatz & Schipper, 2007) atitinka vienu metu 
ir kelintinj, ir kiekin} dauginimo rezultato supratimg. Tik kelintinis ir kiekinis aspektas 
grafiniuose modelio pavidaluose iSreikStas netiesiogiai. Medzio pavidalo struktiiroje Sakos 
iSdestytos nuosekliai ir gali biti suskaiciuotos. Kiekviena Saka turi vienoda Sakeliy kiekj, 
o dauginimo rezultatas gali biti suzinotas sudedant kiekvienai Sakai priklausanciy Sakeliy 
kiekius. Sis modelio pavidalas leidzZia pastebéti komutatyvumo savybe tik tuomet, kai 
specialiai parenkamos S14 savybe iSrySkinan¢io vizualaus daugybos vaizdavimo uZzduotys 
(1 pav.). Poruy 18 dvieyy aibiy struktiiroje visos poros perrenkamos paeiliui pirmos aibeés 
elementams priskiriant antros aibés elementus. Taip gaunama tvarkingai atrodanti struktira, 
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kurioje dviejyy aibiy elementus jungianciy atkarpy iS8déstymas ne itin patogus tiek paciy 
atkarpu, tiek pory elementy sasajy kiekiu nusakomy grupiy dydziui bendrai suskaiciuoti. 
Tiek distributyvumo, tiek komutatyvumo savybiy ieSkoti Sioje struktiiroje yra nepatogu (1 
pav.). Tikriausiai biitent sudéetingesnis pavidalas riboja varianty modelio paplitima. 

Multiplikatyvy pozitir] } daugyba atstovaujantiems vizualaus aiSkinimo modeliams 
(2 lent.) bidinga daugiklio ir dauginamojo poveikiy rezultato strukttirai vaizdumas. 


2 lentelé. Multiplikatyvaus daugybos aiskinimo modeliai. 


Grafinis pavidalas Simbolinis pavidalas Modelio pavadinimas 


6x7 


Masyvo modelis 
(angl. array model) 


7x6 


(5+2) x (5+1) 


7x4 


Ploto modelis 
(angl. rectangular array; 
area; region; vokiskai 


Rechteckfeld) 


24x 13 


(20+4) x(10+3) 


7 x (40 + 2) 
Lentelés modelis 
(10 + 7) x (30 + 4) (angl. grid model) 


Mastelio modelis 
(angl. scaling; vokiSkai 
vergropern) 


Funkcijos modelis 
(angl. function machine, 
vokiSkai Maschinen) 
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Masyvo modelyje (Atkins, 2016; Harries & Barmby, 2008; Radatz &Schipper, 2007) 
lengvai pastebimas grupavimas j lygias grupes. Grupiy kartojimo ideja realizuota grupes 
iSdestant viena po kitos. Pats masyvas yra dvimatis objektas, todél juo lengvai uzkoduojama 
binariné multiplikatyviai suprantamos daugybos prigimtis. Del Sios priezasties, masyvo 
pavidale aiSkiai iSreikStos daugybos komutatyvumo ir distributyvumo savybes. Masyvo 
elementus patogu grupuoti, iSrySkinant daugybos veiksmo atlikima paprastinancias 
struktiiras (2 lent.). 

Ploto modelis (Atkins, 2016; Day & Hurell, 2015; McIntosh & Ramagge, 2011; 
McLeay, 2008; Ormond, 2012; Radatz & Schipper, 2007) pratesia ir papildo daugybos 
vaizdavimo masyvu ideja. Viso pavirsiaus neuzpildantys masyvo elementai tarsi 
suspaudziami, kad tarp jy nelikty tarpy. Taip gaunama staciakampe struktira, sudaryta 18 
langeliy. Supratus tarp pavaizduoto daugybos rezultato struktira, gali biti zengtas dar vienas 
zingsnis abstraktumo link. Langeliams pranykus, iSlieka tik staCiakampis su elementy kiekj 
eiluteye ir stulpelyje vaizduojanCiais kraStiniy ilgiais (2 pav.). Nors Si0 modelio eiluciy- 
stulpeliy struktiira i8reikSta netiesiogiai, staciakampio plota patogu skaidyti, todéel daugybos 
komutatyvumo ir distributyvumo savybés lengvai iliustruojamos. 

Lentelés modelis (Atkins, 2016; Barmby, Harries, & Higgins, 2010; Day, & Hurrell, 
2015; Hazekamp, 2011) yra tolesnis Zingsnis dauginimo idéjos abstrahavimo link. Siame 
modelyje atsiribojama nuo daugybos veiksmo detalaus geometrinio vaizdavimo ideéyu. Ploto 
modelyje vizualiai pastebimos daugybos elementy strukttriniy daliy proporcijos lentelés 
modelyje keiciamos vienodais langeliais. Taip visas demesys nukreipiamas j daugybos 
paprastinimg vizualizuojant} suskaidyma. Skaidymo metu atsirandanciy deSim¢1y ir vienety 
struktiry dydis vaizduojamas tik simboliu, todeél lentelés modelio grafinis pavidalas panaSeja 
1 daugybos stulpeliu pavidala. Jos komutatyvumo ir distributyvumo savybés vis dar lieka 
aiSkiai 1SreikStos. 

Kiti du mokslineje ir metodineje literattiroje minimi daugybos aiSkinimo modeliai 
(mastelio, funkcijos) pasizymi originalia iSvaizda, nukreipiancia demes) j dauginamojo 
ir daugybos rezultato sasajas, apraSancias proporcinga padidinima. Daugybos veiksmo 
nulemtas grupe sudaranciy vienety pokytis sandaugoje yra kartojimosi ir transformacijos 
tyrinéjimo objektas. Daugybos komutatyvumo ir distributyvumo savybés mastelio ir 
funkcijos modelyje gali biti tyrinéyamos specialiai parenkant uzduotis. 

Mastelio modelyje (Radatz & Schipper, 2007) del daugybos veiksmo atsirandantis 
atkarpos ilgio pokytis matyti brézinyje. Viena vertus, atkarpomis vaizduojama dauginimo 
situacija yra panasi, kaip lygiu atstumy modelyje. Kita vertus, mastelio modelyje paciam 
mechaniniam atstumy kartojimui démesio tiesiogiai neskirta. Svarbiau tokio kartojimo 
rezultatas, atspindintis proporcingo padidinimo ideyja. 

Funkcijos modelyje (Radatz & Schipper, 2007), kartojimy kiekj nusakantis daugybos 
veiksmo narys uzkoduotas dauginamojo transformavimo taisykle. Funkc1jos duomuo yra 
transformuojamas, o dauginimo rezultatas gali biti suprastas dvejopai: kaip vienety kiekio 
padidejimas ir kaip grupiy kiekio padidéjimas (2 pav.). Toks dvilypis pozitiris 1 dauginimo 
veiksmag naudingas proporcingo didintimo mokymuisi. 

Tyréjy nuomone, visi aukS¢ciau aptarti daugybos vizualaus aiskinimo modeliai galt 
biti savaip naudingi mokantis dauginti pradinése klasése. 
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Tyrimo metodologija 
Bendra tyrimo charakteristika 


Daugybos mokymosi pradinése klasése moksliniy tyrimy studija atskleidzia didelj 
démes} daugybos modeliy jvairovei, gerokai mazesnj demes} ty modeliy hierarchiyai ir 
stoka tyrimy, skirty konkreciai tokio amziaus vaiky daugybos supratimui charakterizuoti. 
Daugybos iSmokimo tyrimai dazniausiai yra nukreipti j teisinga dauginimo rezultata, 
ne 1 mokiniy galvose atsirandan¢ias sasajas tarp zinitu (McMillan, 2018). Nors teisingas 
dauginimo rezultatas gali biti gautas daugyba suprantant skirtingais bidais, teisinga 
atsakyma uzraSiusiy mokiniy zinios nebutinai yra pakankamos. Per mazai zinoma, kaip 
vaikai supranta daugyba, todel tikslinga atlikti pradiniy klasiy mokiniy samprotavimo apie 
daugyba tyrima. 

Daugelio tyreyy (Atkins, 2016; Hazekamp, 2011; Harries & Barmby, 2008; Huang, 
2013; Young-Loveridge, 2006) teigimu, daugybos vaizdavimo biudy jvairove sukuria 
salygas ivairiapusiam daugybos supratimui. Tiek uzsienio, tiek Lietuvos matematikos 
vadoveliuose daugyba mokiniams jprasta pristatyti pirmiausia ja tapatinant su kartotine 
sudétimi (adityvus daugybos apibrézimas). Labiau struktiruoti daugybos vaizdavimo bidai 
(multiplikatyvus daugybos apibrezimas) vadoveliuose pletojami skirtingu gyliu. Taciau 
butent nuo multiplikatyvaus pozitirio jvaldymo priklauso mokiniy pasirengimas toliau 
mokytis matematikos (Brickwedde, 2011). 

Cia pristatomo tyrimo sumanymas grindZiamas poZiiirio i daugyba tipologijos 
(adityvu, multiplikatyvu) ir daugybos vizualaus aiskinimo modeliy hierarchijos (1 ir 2 lent.) 
taikymu III-IV klasés mokiniy samprotavimui apie daugyba vertinti. Laikytasi nuostatos, 
kad mokiniy samprotavimo apie daugybg rezultatas, t. y. konkretaus daugybos veiksmo 
supratimo grafine ir simboline raiska atspindi mokinio prioritetus, samprotavimo tipa ir su 
juo susijus] daugybos matematiniy sarySiyu pazinima. 


Tyrimo imtis 


Kokybinio tyrimo respondentai turi buti parinkti siekiant tirlama problema 
reprezentuojanciy duomeny jvairoves. Svarbiausia sudaryti salygas, kurioms esant gali biti 
iSskirta optimali duomeny kategorijy aibe. Kokybinio tyrimo imties dydis turi biti parinktas 
atsizvelgiant 1 svarbiausiy tyrimo klausimy pobiid], renkamy duomeny pavidala, numatomy 
rezultaty taikyma (Sin, 2010). 

Siekiant duomeny reprezentatyvumo, buvo pasirinkta imtis, atitinkanti tris kriteriyus: 

1. mokiniai turi biti ne maziau kaip metus mokesi daugybos, 

2. tyrime turi dalyvauti ne vieno mokytojo ir ne vienos mokyklos mokiniai, 

3. imties dydis turi garantuoti mokiniy samprotavimo apie daugyba jvairove. 

Lietuvoje su daugyba pradiniy klasiy mokiniai pirma karta supazindinami antrujyu 
mokslo mety viduryje. Todeél apklausoje dalyvavo III ir [TV klasty mokiniai. 

Noréta atskleisti nuo pavienio mokytojo pasirinkto daugybos aiskinimo maziau 
priklausoma mokiniy samprotavimo apie daugyba jvairove. Todel Siam kokybiniam tyrimui 
buvo pasirinkti aStuoniy mokytoyy mokiniai, po dvi klases i§ keturiy Vilniaus miesto 
mokykly (i§ viso penkiy klasiy mokiniai, besimokantys III klaseje ir trijy klasiy mokiniai, 
besimokantys IV klaséje). 
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Tyrimo atlikimui, buvo gautas raStiSkas mokiniy tévu sutikimas. Apklausa kiekvienoje 
klaséje atliko tos klasés mokytojas. IS viso buvo apklausti 157 respondentai. 


Tyrimo instrumentas 


Duomenys buvo surinkti atliekant apklausa raStu. Mokiniai turéjo atsakyti tik 1 
klausima apie daugyba. Apklausos lape buvo pateikta dvieyy stulpeliy ir dviejy eiluciy tuScia 
lentele, kurig reikéjo uzpildyti, bent vienu biidu nupieSiant ir uzraSant 5 x 12 veiksma. Butent 
§1 vienazenklio ir dvizenklio skaiciaus sandauga mokiniy samprotavimui apie daugyba 
tirtt buvo pasirinkta dél galimybiy jvairiais bidais skaidyti antra dauginamajj ir pieSiniu 
vaizduojama sandauga patogiai sutalpinti lentelés skiltyje. 

Keliy vaizdavimo btidy naudojimas turi potencialg atkreipti mokinio démesj j esmines 
daugybos savybes (Harries & Barmby, 2008), todel tikétasi, kad reikalavimas keliais buidais 
uzpildyti lentelés stulpelius paskatins mokinio samprotavima apie daugyba. 

Tyrimo instrumento pakankama validuma garantuoja mokiniams skirtos uzduoties 
atitikimas mokymo turiniui bei didaktiniams tikslams ir to paties daugybos veiksmo 
vienalaikio simbolinio ir grafinio vaizdavimo reikalavimas tyrimo instrumente. 

Tyrimo instrumento patikimumg didina pagal kriterljus parinktos imties tinkamumas 
pakankamai didelei mokiniy atsakymy jvairovei gauti ir mokslinéje literatiroje pripazistamos 
tipologijos taikymas III-IV klasés mokiniy samprotavimui apie daugyba vertinti. 


Duomeny analizé 


Atlikta mokiniy nupiesty schemy, uzraSyto teksto ir pasirinkty sandaugos simboliniy 
iSraiSky turinio analize. 

Mokiniy atsakymai j klausimus pirmiausia buvo sugrupuoti pagal adityviam ir 
multiplikatyviam samprotavimui bidingus bruozus, j atskira grupe sudedant daugybos 
prasmés neatskleidziancius (riboto daugybos supratimo) atvejus. Analizuojant mokiniy 
samprotavima, remtasi | ir 2 lentelése 1i8vardytais daugybos vizualaus aiskinimo modeliais 
ir tuos modelius atitinkancia simboline raiska. 

To paties mokinio daugybos grafinio ir simbolinio vaizdavimo rezultaty sugretinimas 
leido tiksliau nustatyti jam bidinga samprotavimo apie daugyba bida. Kiekvieno tipo 
atsakymai (kategorijos) toliau buvo analizuojami atskirai, iSskiriant kiekvienam atsakymy 
tipui budingus atsakymu pogrupius (subkategorijas). Visa mokiniy atsakymy jvairove 
tekste pristatyta trijyu paskirciy (ribota supratima; adityvy samprotavima; multiplikatyvu 
samprotavima iliustruojanciomis) lentelemis. Kadangi tyrimo imtis buvo labai didele, 
lentelése pateikta gana didelé iSskirtas subkategorias iliustruojanciy mokiniy atsakymy 
jvairove. Tyrimo rezultatai interpretuojami paeiliui analizuojant kiekvienos subkategorijos 
charakteringy pavyzdziy savybes. 


Tyrimo rezultatai 
III-IV klasés mokiniy samprotavimo apie daugybg klaidos 


Atlikta duomeny analize rodo, kad samprotaudami apie daugyba mokiniai klysta del 
neatidumo (4 lent.) ir dél nesupratimo (5 lent.). 
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Simbolinés raiSkos klaidos (4 lent., pirma subkategorija) atsiranda padarius 
skaiciavimo klaida arba neleistinu bidu uzraSius jsivaizduojama vieno daugiklio suskaidyma 
(pavartotas netinkamas veiksmo Zenklas). Si klaida gali rodyti, kad vaikai neturi rySkaus 
skaiciaus skaidymo dauginant vaizdinio. 


4 lentelé. Kategorija: daugybos riboto supratimo raiska mokiniy samprotavimuose 
(neatidumas). 


Subkategorija Charakteringi 5 x 12 vaizdavimo pavyzdZiai 
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Grafines raiSkos klaidos (4 lent., antra subkategorija) gali atsirasti mechaniSkai 
perkelus j pieSinj skaiciavimuose ar skaiciavimy vaizdavime padaryta klaida, taip pat 
neatidziai ir ypac¢ nestruktiiruotai déliojant vienetus vaizduojan¢cius zenklus. 

Dalis mokiniy, vaizduodami daugyba grafiniu ir simboliniu biidu, nesuderino vieno 
budo turinio su kitu. 4 lentelés treciqg subkategorija iliustruojantys pavyzdziai rodo, kad 
nesuderinimas gali kilti 18 adityviai suprantamos daugybos natiralios raiskos alternatyvu: 
paeiliui po viena arba paeiliui prijungtos grupes. Nesuderinima gali lemti komutatyvumo 
savybés iliustravimas simboliniu ir grafiniu pavidalu vienu metu. O kartais skaidymas 
skirtingo kiekio grupémis atrodo tarsi atsitiktinis: multiplikatyviai suprantant daugyba, 
nevienodas grupavimas taip pat atsiranda pritrtiikus vietos pieSiniul. 

Pavieniai mokiniai apsiribojo tik vieno tipo (simboliniu arba grafiniu) daugybos 
vaizdavimu. 4 lentelés ketvirta subkategorija iliustruojantys pavyzdziai rodo, kad vien 
simboliniu pavidalu daugyba pavaizdave mokiniai daugyba supranta adityviai. Grafin} 
pavidalg pasirinke mokiniai nupieSé tik daugikliy sandara 15 vienety arba netgi nieko bendra 
su daugyba neturint} pieSinj. Taigi apsiribojimas vien grafiniu vaizdavimo pavidalu gali 
reikSti net ir daugybos prasmés nesupratima. 

Kitos daugybos prasmés nesupratimo iliustracijos pristatytos 5 lenteleje. 


5 lentelé. Kategorija: daugybos riboto supratimo raiska mokiniy samprotavimuose 
(nesupratimas). 


Subkategorija Charakteringi 5 x 12 vaizdavimo pavyzdziai 
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Vaizduodami grafiskai, dalis vaiky tiesiog atkartoja pieSinitu daugybos reiSkinio 
uzraSg. Kartais jie sureikSmina pati veiksmo uzra8q, ignoruodami daugybos rezultata. 5 
lentelés pirma subkategorija iliustruojanciuose pavyzdziuose matyti, kad taip vaizduodami 
mokiniai ne visuomet iSrySkina multiplikatyviam supratimui aktualy skirtinga dauginamuju 
vaidmen}. Turintys nedidele matematikos mokymosi su ,,Lego“ patirt} mokinia1 daugybos 
reiSkinio uzraSa grafiniu pavidalu ,,18Sifruoja“ kiekvieng dauginamaj] ir dauginimo rezultata 
pavaizduodami pagal skaiciy uzraSymo desimtaine skaiciavimo sistema taisykles. Taciau 
ir €1a démesys tera sutelkiamas skaiciy vaizdavimo vienetais ar deSimtimis 1Soriniam 
pavidalui. Sis pavidalas neatspindi dauginimo struktiros, todél taip pat negali biti laikomas 
daugybos supratimo 1Sraiska. 

Kiti vaikai, vaizduoja tik pirmojo daugiklio sandara 18 vienety arba tarp pieSiniu 
vaizduojamy daugikliy nejraSo veiksmo Zenklo (5 lent., antra subkategorija). Nedidele 
matematinio ugdymo su ,,Lego“ patirti turintys vaikai, panaSiai pieSia pirmojo ir antrojo 
daugiklio sandara 1§ vienety ir deSim¢1y atitinkancias konstruktoriaus detales, padétas Salia. 

5 lentelés treciaja subkategorija iltustruojanciuose pavieniuose pavyzdziuose 
matyti iSskirtinis demesys iSoriniam pieSinio apipavidalinimui. Tai labiausiai nutole nuo 
daugybos aiSkinimo pavyzdziai. Tokie mokiniy atsakymai pasitaike retai. Mokiniai 
nupiesé gyvenimiska daugybos pamoka, dauginimo stulpeliu meniSka uzraSa, iS ,,Lego“ 
konstruktoriaus sudeliota dauginimo rezultata vaizduojant) skaiciy. Visi Sie pozitriai | 
dauginima yra pavirsutiniai. 


III-IV klasés mokiniy adityvaus ir multiplikatyvaus 
samprotavimo apie daugybg jvairove 


Tyrimo duomeny analizée atskleidé, kad nesuprantant daugybos, dauginimo 
vaizdavimas pieSiniu gali buti labai jvairus. Suprantant ir samoningai taikant daugybos 
apibrézima, mokiniy samprotavimo apie daugyba subkategorijyu yra maziau. 

Paprasciausiu (adityviu) poziuriu 1 daugyba grindziamas supratimas remiasi vaikams 
mokykloje pirmiausia siilomu daugybos, kaip kartotinés sudéties, apibrézimu. 6 lentelés 
pirma subkategoria iliustruojantys pavyzdziai kaip tik ir atspindi tokj pozitir} 1 daugyba. 


Zi 
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6 lentelé. Kategorija: grafinés ir simbolinés raiSkos dermé adityviame mokiniy 
samprotavime apie daugyba. 


Subkategorija Charakteringi 5 x 12 vaizdavimo pavyzdZiai 
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Kartais mokiniai 1§ eilés sudélioja reikiama kiekj sandauga sudaranciy vienety ir 
vaizduodami skaiciuoja juos po vieng iS eilés. Pirmieji du 6 lentelés pirma subkategorija 
iliustruojantys pavyzdziai kaip tik tai ir parodo. Adityvumo grafinei raiSkai budinga 
nevienodo ilgio eilutemis pasizymintis, daznai ne itin tvarkingai atrodantis vaizdas. 
Tolesniuose 81a subkategor1jq iliustruojanciuose pavyzdziuose matyti grupavimo taikymas. 
Kartais grupavimas tvarkingumu primena multiplikatyviam samprotavimui apie daugyba 
budinga masyva. Taip pat grupavimas gali biti iSrySkintas vaizduojant laipsniSka vienodo 
kiekio prijungima siekiant gauti dauginimo rezultata atitinkant} vienety kiekj. 

Ne maziau svarbi yra komutatyvumo savybeés raiska mokiniams samprotaujant 
adityviai (6 lent., antroji subkategorija). Sios savybés supratima vaikai demonstruoja 
samoningai sukeisdami vietomis grupés dydj ir grupiy kiekj nusakan¢ius skaicius. Taip 
gautos grupes to paties vaiko atsakyme gali biti pavaizduotos pasikartojanCiais vienodais 
taSky rinkiniais, sujungtais sudéties zenklu. Arba adityvus daugybos supratimas gali biti 
iSreikStas, naudojant uzraSyma simboliais. Tuomet kartojamu vienety rinkiniy pieSinyje 
iSdéstymo tvarkingumas gali rodyti mokinio branda pereiti prie multiplikatyvaus 
samprotavimo apie daugyba. 

Nors retai, taciau mokiniy atsakymuose gali biti jzvelgtas net du pozitirius 1 daugyba 
vienu metu atspindintis samprotavimas (7 lent., pirma subkategorija). Viena vertus, 
mokinys daugybos rezultatui vaizduoti renkasi tvarkingu iSdéstymu pasizymin¢iq vientiso 
arba suskaidyto masyvo struktiirg. Kita vertus, ta vaizdavima papildo uzraSydamas vienody 
grupiu sudet} vaizduojanciu reiSkiniu. Daugybos rezultatas gaunamas nuosekliai uzraSant 
tarpinius skaiciavimus arba kartotine sudeétj. Tuo paciu matyti ir komutatyvumo savybés 
supratimas. 
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7 lentelé. Kategorija: grafinés ir simbolinés raiskos dermé multiplikatyviame 
samprotavime apie daugyba. 


Subkategorija Charakteringi 5 x 12 vaizdavimo pavyzdZiai 
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Multiplikatyviam samprotavimui bidinga komutatyvumo savybe dazniausiai 
pieSiama gretinant vertikaly ir horizontaly staCiakampj masyva (7 lent., antra subkategorija). 
Vertikalusis masyvas, tikriausiai dél vietos stokos, neretai vaizduojamas suskaidytas. 
Masyva sudarantiems vienetams vaizduoti pasirenkamos jvairiausios formos — Sirdelés, 
trikampiai, skrituliai, kryZeliai, briikSneliai ir net batukai (7 lent.). Dar gilesnj daugybos 
supratimg atitinkanti staC¢iakampeée struktiira i8 langeliy (ploto modelis) pasitaike tik vieno 
vaiko pieSinyje. Taip pat ir nepriekaiStingai tvarkingos, stulpeliy ir eiluciy lygiavimu 
pasizymin¢ios masyvo struktiros vaiky pieSiniuose randamos ne itin daZnai. Zymiai 
dazniau mokiniai pieSia beveik tvarkingas struktiras. Tai gali reikSti, kad dauguma ju tik 
kopiyuoja matematikos vadoveliuose pasitaikancius daugybos aiskinimo modelius, bet 
aiSkaus multiplikatyvaus daugybos supratimo dar ir néra igije. 

7 lentelés treciqa subkategorija iliustruojantys masyvo suskaidymai dauginant 
geriausiai parodo grafines ir simbolinés raiskos derme multiplikatyviame samprotavime. 
I-IV klasés mokiniai yra linke suskaidyti daugyba remiantis deSimtaine skaiciaus sandara, 
nors pasitaiko ir kitokie suskaidymai (pvz. skaidymas | dvi lygias dalis). Kartais vaizduojant 
grafisSkai, iSskirta didesne grupé pieSiama dviejy eiluciy masyvu. Toks vaizdavimo bidas 
padeda geriau aprepti didesnius vienety rinkinius ir skaiciuojant poromis pagreitina atsakymo 
radima. Zvelgiant i8 daugybos supratimo dimensijy pozicijos, pastarasis skaidymas gali 
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biti priskirtas tiek adityviam, tiek multiplikatyviam supratimui. Nes penki nedideli masyvai 
(7 lent., trecia subkategorija) nera atkartoti tame paciame stulpelyje simboliais uzraSant 
daugyba. Todel daugybos rezultatas gali biti suprantamas tiek kartotine sudétimi sujungiant 
masyvus, tiek jsivaizduojant vieninga struktira 18 penkiy grupiu po dvylika arba penkiy 
grupiu 1§ dviejy grupiy po SeSis, kaip yra jprasta samprotaujant multiplikatyviai. 


Diskusija 


Atlikta mokiniy samprotavimo apie daugyba grafines ir simbolinées_ raiSkos 
analize parode, kad to paties amziaus vaiky gebéjimai pieSiniu ir simboliais pavaizduoti 
daugyba yra labai skirtingi. Palyginus maza tyrime dalyvavusiy mokiniy dalis daugybos 
nesupranta. Vaizduodami daugyba, jie klysta arba vietoje daugybos vaizduoja struktiry 
fragmentus, realistinius pieSinius ar daugybos uzraSymo simboliy menines variacyas. III— 
IV klaséje vyrauja adityvus daugybos supratimas ir peréjimo 1S adityvaus 1 multiplikatyvu 
supratimg busena (vaizduojami del tvarkingumo stokos nepatogiai suskaiciuojami vienety 
rinkiniai, pasitaikanciu masyvo modeliu skaiciavimuose naudojamasi nepilnavertiska1). 
Multiplikatyviai apie daugyba samprotaujanciy mokiniy nedaug. Tokie vaikai laisvai 
skaido ir transformuoja daugybai vaizduoti pasirinkta masyva, pastebi ne tik daugybos 
komutatyvumo, bet ir distributyvumo savybes, kartais savo samprotavima apie daugyba 
papildo zodziais. Itin retai, daugybai vaizduoti pasirenka ploto model. 

Kity tyreyyu (Zhang et al., 2017) teigimu, net ir panaSiy matematiniy gebeyimu 
mokiniai atlikdami uzduotis gali remtis ne tais paciais daugybos aiSkinimo modeliais. 
Pastarasis faktas gali biti susijes su skirtinga daugybos mokymosi patirtimi. Vadoveliuose 
nebiutinai nuosekliai yra pristatyti tik kai kurie daugybos aiSkinimo modeliai. Mokytojas 
kartu su vaikais gilinasi, ieSko sasajy arba tik parodo mokiniams vadovelyje sutinkamus 
daugybos vaizdavimo budus. 

Tradiciniais daugybos algoritmais patogu naudotis, bet jie patys savaime néra vaizdiis 
ir aiSkuis (Hurst & Hurell, 2018). Turint tiksla rasti sandauga, gali pakakti ir vieno daugybos 
aiSkinimosi biido. Bet siekiant gilaus daugybos supratimo, tenka remtis didesne vaizdavimo 
budy jvairove (Harries & Barmby, 2008). Tyréjy teigimu, biitent vizualus vaizdavimas keliais 
budais yra svarbus mokantis matematiniy savoky, todél mokykloje bitina mokyti naudotis 
daugybos aiskinimo modeliy privalumais (Barmby et al., 2009; Harries & Barmby, 2008; 
Ormond, 2012; Young-Loveridge, 2006). Je1 galutinis tikslas yra padeti iSmokti lanks¢iai 
spresti problemas, tuomet bitina vaikams parodyti daugybe galimy tos pacios problemos 
vaizdavimo budu (Young-Loveridge, 2006) ir juos jvairiapusiSkai aptarti diskusijose. 
Mokinio gebéjimas iSreikSti mintis kalba paspartina multiplikatyvaus mastymo subrendimg 
(Brickwedde, 2011). 

Cia pristatytame tyrime buvo nustatyta, kad dalis mokiniy daugyba vaizduoja 
klaidingai. III-[V klasés mokiniai klysta uzraSydami sandauga ir tas klaidas mechaniSkai 
perkelia 1 daugybos pieSinj. Viena vertus, tai gali biti neatidumo pasekmée. Kita vertus, 
Si0s klaidos rodo nepakankama isigilinima ir patogesniy daugybos aiSkinimo modeliy 
nejvaldyma. 

Atlikdami daugybos taikymo uZzduotis, vaikai neretai plétoja savo sprendimo 
strategijas, pasirinkdami klaidingas arba neracionalias operaciyjas. Jie neturi konceptualaus 
supratimo, todel gali biti jsitikine, kad 3 x 4 yra lygu 34 arba 7, o norédami rasti 3 x 4, jie 
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pieSia daiktus, iSdéstytus trijose grupése po keturis, bet po to suskaiciuoja viska po viena 
iS eilés arba naudoja kartotine sudeét) (Zhang et al. 2017). Spresdami uzdavinius, mokiniai 
laipsniSkai ugdosi gebejima skaidyti dauginamaj} 1 smulkesnes vienety grupes, sieckdami 
pasinaudoti jiems Zinomais faktais (McMillan, 2018). Cia pristatytos apklausos metu gauti 
dalies mokiniy atsakymai taip pat pasizymi daugikliy skaidymo } smulkesnius daugiklius 
uzrasymo klaidomis. Tai gali reikSti, kad mokiniai intuityviai supranta galimybe supaprastinti 
daugybos skaiciavima. Taciau skaiciavimy paprastinimo patirtis yra nepakankama. 

Atliktas tyrimas atskleidé ir kitus daliai mokiniy biidingus daugybos vaizdavimo 
netikslumus. Vietoje daugybos aiSkinimo dalis mokiniy atkartoja veiksmo uzraSyma arba 
vaizduoja vieno ar keliy daugikliy sandara. Neretai ignoruojami daugikliy vaidmenys ir 
rezultato strukttra, kartais nukrypstama 1 deSimtaines skaiciavimo sistemos savybiy 
isrySkinima vaizduojant pavienj daugikl) arba netgi vietoje daugybos aiSkinimo 1iSskirtinis 
demesys skiriamas meniniam daugybos fragmento pieSinio apipavidalinimul. 

Dauguma tyrime dalyvavusiy mokiniy net ir mokydamiesi IIJ-IV klaséje daugyba vis 
dar supranta adityviai. Vaizduodami jie tebesiremia antroje klaseje jiems pasitilytu daugybos, 
kaip kartotinés sudeéties, apibreézimu. Vaizduodami daugybos rezultato vienetus, vaikai 
pieSia ne itin prisilaikydami tvarkos, kartais juos sunumeruoja, uzraSo kartotinés sudéties 
apskaiciavimo tarpinius rezultatus. Visi Sie biidai taip pat atspindi su adityviu daugybos 
supratimu susijus} skaiciavimy neracionaluma ir nepakankama daugybos jvairiapusisko 
tyrinejimo patirt}. 

Kadangi svarbu iSugdyti ir skaiciavimu, ir grupavimu grindziama skaiciaus supratima, 
vaikus biitina supazinti ir su adityvaus, ir su multiplikatyvaus daugybos aiSkinimo modeliais 
(Young-Loveridge, 2006). Vaikams bitina sudaryti salygas tyrinéti masyvo modelio 
savybes, atrasti taisykles ir kurti savo strategijas. Mokiniai turi jsitikinti, kad tai daryti yra 
lengviau ir j}domiau negu mokytis faktus mintinai (Harvey- Swanston, 2017). 

Kartotiné sudétis yra primityvesné strategya uz multiplikatyviame samprotavime 
daznai naudojama masyvo modelj (Young-Loveridge, 2006). Kaip sudeé¢ciai ir atim¢iai 
vaizduoti pagrindine priemone yra skaiciy tiese, taip daugybai vaizduoti labiausiai tinka 
masyvas (Harries, & Barmby, 2008). Sis modelis, ne tik palaiko kartotinés sudéties 
strategija, bet ir skatina kitokj daugybos supratima (Day & Hurell, 2015). Multiplikatyvios 
struktiros iSauga i§ grupiy adityvaus kartojimo, bet taip pat pasizymi savitu sutvarkymu, 
kuris yra kitoks negu sudéties strukttrose (Huang, 2013). Jame daugiklis ir dauginamasis 
aiSkiai jvardinti, o tai padeda geriau jsivaizduoti daugybos nariy paskirtj, strukttira ir 
sasajas. Lyginant su kitais vaizdavimo biidais, masyvas aiSkiau parodo komutatyvumo ir 
distributyvumo savybes (Milton et al., 2019). 

Cia pristatytas didelés apimties kokybinis tyrimas parodé, kad III-IV klaséje 
vaizduojant daugyba masyvo struktiiros pieSiamos gana daznai. Viena vertus, Sioms vaiky 
nupieStoms strukttiroms bidinga masyvo elementy formos jvairove (skrituliai, trikampiai, 
pagaliukai, Sirdelés, batuka1) galireikSti, kad mokiniams masyvo modelis yra gerai pazjstamas. 
Kita vertus, mokiniai tesinaudoja viena daugybos pavaizdavimo masyvu galimybe, ir tai 
ne visuomet iSlaikydami masyvo elementy iSdéstymo ritma. IS kity autoriy atlikty tyrimu 
taip pat matyti, kad masyvo naudojimas daugybai vaizduoti vaikams ne visuomet aiSkus 
(Harries & Barmby, 2008). Tyrimai, jskaitant Cia pristatomo tyrimo duomenis, rodo, kad 
dauguma III-IV klasés mokiniy vis tik nesupranta masyvo struktiiros. Zymi dalis IV klasés 
mokiniy negeba pavaizduoti daugybos skaiciavimo dvieyy matmeny masyvu. Nors daugybos 
binarine prigimtis labai svarbi, tie mokiniai daugindami ja ignoruoja (Barmby et al., 2009). 
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Kadangi ieSkodami kito daugybos vaizdavimo bido mokiniai retai ir ne visuomet 
korekti8kai suskaido masyvo strukttira, gali biti, kad jie net néra to mokomi. Kitu 
mokslinéje ir metodineje literatiroje aptariamy daugybos aiskinimo bidy tyrime dalyvave 
mokiniai nenaudoja iS viso, nors kai kurie 1§ ty modeliy yra tinkami papildomiems daugybos 
aspektams tyrineti. Tai kelia klausima, ar realiai vykstantis daugybos pristatymas mokiniams 
mokykloje yra gerai apgalvotas. 

Tyrimo duomenys taip pat parode, kad lyginant to paties mokinio pateiktus kelis 
daugybos vaizdavimo biudus, matyti tendencya jZzvelgti komutatyvumo savybe net ir 
adityviose daugybos strukttirose. Tai atskleidzia jvairiy daugybos aiSkinimo modeliy 
tinkamumg kai kurioms daugybos savybems tyrinéti, taip pat gali rodyti mokiniy pasirengima 
pereiti prie 1 multiplikatyvy daugybos supratima stipriau orientuoty aiSkinimo modeliu. 

Besimokantiems daugybos vaikams visy pirma butina suprasti tvermes désnj (savybés, 
charakteristikos iSlieka tokios pacios, net jei iSvaizda pasikeicia). Tvermés supratimas yra 
svarbus visumai 18 lygiy grupiu suprasti. Bendra i1Sdalinty 1 grupes vienety visuma vis tiek 
iSlieka ta pati, kuri buvo iki tol (Huang, 2013). 

Teigiama poveikj mokiniams pereiti 18 adityvaus 1 multiplikatyvy mastyma turi 
mokiniy démesio tiesioginis nukreipimas j daugybos veiksmo nariy vaidmenis ir sandaugos 
struktira (Brickwedde, 2011). Mokantis skirtingy tos pacios sandaugos raiskos bidu, gali 
biti naudingos materialios ir virtualios vaizdinés priemoneés, nes jy naudojimas padeda 
praktiskai mokytis modeliuoti daugybos masyvo skaidyma j dauginamuosius. Taip 
atsiranda galimybe vizualiai palyginti dvieyy sandaugy rezultatus net neatlikus daugybos 
veiksmy (Whitin, 2008). Tzur ir kiti (2013), taip pat McLeay (2008) sitlo nuosekliai prieiti 
nuo konkre¢iy priemoniy prie schematinio vaizdavimo ir daugybos uZzraSo, parodant, kaip 
atsiranda masyvo modelis. 

Multiplikatyvumo laukg jsivaizduojant kaip zemelapj, vaiky kelias jame yra 
panasus j tinkla ir jo iSplétojimui reikia laiko. Kaip ir bet kuriai kitai sistemai, mokiniy 
supazindinimas tik su kuria nors viena sistemos dalimi néra veiksmingas (Brickwedde 
2011). Kadangi tyrimo rezultatai parodé, kad daugumos tyrime dalyvavusiy HJ-IV klasés 
mokiniy daugybos supratimas néera pakankamas sékmingam matematikos mokymuisi 
vyresnése klasése, daugybos temos atskleidimo pradinése klasése kryptinguma ir detaluma 
verta paméginti keisti. 


ISvados 


Tyrimu nustatyta, kad III-IV klaséje vyrauja adityvus daugybos supratimas ir 
peréjimo 1§ adityvaus j multiplikatyvy supratima bisena. Sandauga mokiniai jsivaizduoyja, 
kaip kartotines sudéties rezultata. Taip suprantant daugyba, sarySiai tarp daugybos veiksmo 
nariy prisimenami tik pradedant ieSkoti sandaugos. Mokiniai neskiria demesio ty sarySiu 
perkélimui 1 sandauga. Del to mazeéyja jvairove uzduo¢iy, kuriose mokiniai geba pritaikyti 
daugyba. 

Tiek adityviai, tiek multiplikatyviai samprotaujantys mokiniai pastebi ir taiko 
daugybos komutatyvumo savybe. Taigi 81 savybé gali biti suprasta dviem budais: keiciant 
daugikliy vaidmenis ir taip atrandant ta pacia sandauga. Arba tyrinejant sandaugos 
struktiroje atsispindint; daugybos nariu poky¢io poveik) sandaugai. 
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Multiplikatyviam supratimui bidinga daugybos aiSkinimo modelj mokiniai 
vaizduodami naudoja gana daznai, bet nepilnavertiSkai. Multiplikatyviai apie daugyba 
samprotauja mazai mokiniu, bet ir tie apsiriboja masyvo modelio taikymu. Kiti daugybos 
aiSkinimo modeliai mokiniams yra nezinomi, todeél ir jy suteikiamos daugybos aiSkinimosi 
galimybés bei sarySiai vaikams lieka neatskleisti. 

Taigi panasu, kad dauguma III-IV klasés mokiniu, samprotaudami apie daugyba, tik 
intuityviai taiko pastebetus daugybos sarySius. Jie daznai ignoruoja daugybos veiksmo nariy 
sarySius su sandaugos strukttira ir retail naudojasi galimybe patogiai skaiciuoti tikslingai 
skaidydami daugiklius. 

Remiantis tyrimo rezultatais, iSrySkéja trys mokiniy supazindinimo su daugyba 
pradinése klasése tobulintmo kryptys: supazindinimo su vaizdavimo bidais nuoseklumo 
didinimas; tiesioginis vaizdavimo btdy pritaikymo skaiciavimams demonstravimas; 
papildomas supazindinimas su ploto ir lenteles modeliais. 
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Summary 


AN EXPRESSION OF MATHEMATICAL CONNECTIONS IN MULTIPLICATION- 
RELATED THINKING IN THIRD AND FOURTH GRADES OF PRIMARY 
SCHOOL 


Vaiva Grabauskiené 
Vilnius University, Lithuania 


Oksana Mockaityté-Rasteniené 
Vytautas Magnus University, Lithuania 


Mathematical comprehension is closely related to a cognition of mathematical connections. 
A multiplication is a mathematical operation characterized by complex mathematical connections. 
Students are early introduced with the multiplication. Therefore, in primary school, not so developed 
cognition of mathematical connections may become a reason for difficulties in Maths. 

A functionality of concept is based on a view to a multiplication. The analysis scientific 
literature revealed that a thinking of multiplication can be either additive or multiplicative. 

Additionally, the multiplication learning has a variety of additive and multiplicative 
explanations. Because they use different specificity of visualization, the models are not equally 
suitable for teaching children about different properties of multiplication. Based on research, in Math 
classes, students are only introduced with few of the models, not covering a whole variety of them. 
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In the research, a paper and pencil type of survey consisted of 157 participants from 3" and 4" 
Grades, eight different classes from four different schools. The students had to fill the table explaining 
multiplication of 5 x 12 in a form of writing and drawing. 

The quantitative analysis of results has showed that in Grades 3 to 4, the additive view to 
multiplication is much more prevalent, in comparison to the multiplicative reasoning. The array model 
is used often but not in an extensive way. The students do not know other types of multiplicative 
type models. In conclusion, the results showed that students of Grades 3 and 4" knew not enough 
about the mathematical connections. Therefore, teachers should pay more attention to teaching 
students various ways of visualizing, for children, to obtain a comprehensive understanding of the 
multiplication process. 

Acknowledgement. This work was supported by a grant (No. 09.2.1-ESFA-K-728-01-0040) from 
the ESFA. 
Keywords: additive reasoning, multiplication learning, multiplicative reasoning, primary mathematics 
education. 


Received 15 April 2019; accepted 14 June 2019 


Vaiva Grabauskiené 


PhD., Associate Professor, Institute of Educational Sciences, Vilnius University, 9 Universiteto Street, 
LT-01131 Vilnius, Lithuania. 
E-mail: vaiva.grabauskiene@fsf.vu.lt 


Oksana Mockaityté-Rasteniené 


PhD Student, Education Academy, Vytautas Magnus University, Lithuania. 
E-mail: oksanamockaityte@gmail.com 





29 


